



























































































































































































































　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　幽ApPly 6ムto this equation，we have
　　　　　　　　（6ムx）鵡　 　　　　　　単（・・－J（6・xf6＋一・・6・（・．）
　　　　　　　　＝（6；x）＋a嗣（6，　xア亀8＋・・…＋aも＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　）
Since　the　trace　is　the　sum　of　6乙x　over　all　such
6・・itξ。ll。ws　that　it　is　inteqral。ve・Aby
propos：Ltユon　l．
（柴）See　Lanq－［2】．
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3）　THEOR工ES　OF　PR工NC工PAL　工DEAL　DOMA工N
i．Aring　A　is　said　to　be　integrally　closed
　　in　a　field　L　if　every　elemen七　〇f　L　which　is
　　integral　over　A　in　fact　lies　in　A・
　　工t　is　said　to　be　integral1y　closed　if　it
　　is　integrally　closed　in　its　quotient　field．
Theorem　l．
　　Let　A　be　a　principal　ideal　domain．
　　Then　A　is　a　unique　factorizat二ion　domain．
Theorem　2．
　　工f　A　is　a　unique　factorization　domain，
　　then　A　is　integrally　c⊥osed．
　（proof）　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　　　　．　　　　a
　　　　SupPose　that　there　exists　a　quotlenセーぢ
with　a，b∈A，which　is　in七eqral　over　A，and
a　prime　element　p　in　A　which　divides　b．
We　have，for　some　integer　n≧1，arld　a三（…A，
　　　　　　（書ヂ＋a制（号デ叫＋・一＋a…’
・h・・cea“・輪b♂一、．・・…・＋aダ〒0・。
Since　p　divides　b，lt　must二dlvエde　a　，and
hence　must　divide　a．
ii。　Theorem　3．
　　Let　F　be　a　free　module　over　a　principal
　　ideal　domain　A，and　M　a　sub皿odule．
　　工f　F　has　a　finite　basis　～x；｝，i＝工，・一》n，　and
　　if　there　exisセs　an　element　c4∈A，cム≒O　such
　　that　cLx；∈M　for　i＝工，…°，n，ヒhenMis　free
　　of　dimension　n．
　　（proof）
　　　Let　M、＝M（（xl），and　let　a，＝ia∈At　ax。←Mt．
　　　Then【1，is　a　non－zero　ideal　by　assumption，
　　　and　is　principal，qeneraヒed　say　by　an
　　　element　al≒0．
　　　We　ha▽e　Ml＝（atxl），and　hence．M巳　⊥s　free
　　　of　dimensiorl　l．
　　　Assume　inductively　that　Mv＝M　A（xt，…・rxレ）
　　　　is　free　of　dimension　r　wi七h　basis｛“）Lt，
　　　　i＝1ダ・…　，r，
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Let【柚e　the　seセc。nsisting。f　all　elements　a∈A
such　that　there　exists　elements　bieA，i＝1，…・，r
such　that　　b6x．＋・一・・＋bvx▼＋ax∀lpt　e　M．
Then　［【r⇔Ls　a　non－zero　idea1，and　is　principal，
generated　say　by　an　element　a悔1≒0．
Let曝篤．、be　sゆthat　the　c・efficient。f蟻どith
respect七〇x・．亀工s　aNl・
Th・nへ叫i＝1’一’r＋l　i・aba・i・。f㌦’thereby
provinq　our　theorem・
4）　MA工N　THEOREM
i． Thorem．
Let　A　be　a　principal　ideal　doma⊥n，and　L　a　firlite
separable　extenSion　of　its　quotient　field　K，of
deqree　n．
LeヒBbe　the　inヒeqral　closure　of　A　in　L．
Then　B　is　a　free　module　of　dimensiorl　rl　over　A．
　（Theorem　is　applied　to　the　rirlq　of　ordinary
　　integer　z。
　　Afinite　separable　extenSion　of　the　rational
　　number　Q　is　called　a　number　field．
　　　The　integral　closure　of　Z　in　a　number　field　k
　　is　called　the　rinq　of　algebraic　integers　of
　　that　field，and　is　denoted　by】D賦．）
　（proof）
　　　Let（Dt，…・，ω、nbe　a　linear　basis　of　L　over　Iく．
　　We　may　assume　without　loss　of　generality　that
謝？ぎρ雌q器き器倉。暮と。p鍔ll瓢為。
　　ヒh・ぜT・（ω・ω；）一δ・乙・　　　　　　，．
Let　cむキO　be　an　element　of　A　such　that　c；ωiエs
integral　o▽er　A．
　Let　z∈B，then　zc乙ω‘←B，and　so　is　Tv（zcLω‘）　for
each　i・　（By　propositiQn　1，3．）
工f　we　write　z＝b，　w，＋・…・→－b“り嶋With　b乙6K，　then
bec：毛1：ト認＝窒謡諭窒・盛乙；：と？‘濫罰含．）
Since　z　was　selec七ed　arbitrarilyエn　the　inteqral
closure　of　A　in　L，and　since地，．．＿，当are
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　C覧　　　　　　　　 　　　　　　　C簡
linearly　independent　over　A，
it　follows　that　B　is　con七ained　in　a
genera・・d　by号’・…・’慧・
We　may　vエew　B　as　a　submodule　of　a
（ω。　　　　切h’‘：”t’°・’°，ヤ）．
　　　C，　　　　　　　　C偶
free　A－module
free　A－module
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　　　　Since　eachuへ←B，　it　is　a　free　皿odule　of　dimen－
　　　sion　n．　（theorem　3．）
ii．［example］
　　　　Let　A＝2，　L＝Q（」言）．
　　　1，19　is　a　linear　basis。f　L。verΩ（integral
蟹d認゜b・・i・…，rs・・9，爺．
　　　書・告’2‘5・・iil？　are・…gra・。ver・・
　　　c亀　　　　cユ
　　　⊃、（（告，嘉）
　　　・1・乳・（÷）一（・・去）・（・）
　　　M．＝q（　1　伝（T’r2．5）＝（1，撃）．
　　　　　　（q、＝la←zl号＋無ぐ刀」
　　　　　　　　　　　　　（9・葺、α，デーb（号・島）一（、妥5－S2－・
　　　　　　　　　We　mus七　have
　　　　　　　　　　　　　　　　aユ　　　b≧
　　　　　　　　　　　　　　ラ粥一下∈2・
　　　　　　　　　　Le七♂＝2’　x　Sb’＋24x5k　（kξ2）
　　　　　　　　　　　　　　　　＝2≧×5（　bユ＋2ユk）　．
　　　　　　　　　Then
　　　　　　　　　　　　　　　　k＝工，　b＝1，　a＝2メ5．
　　　　　　　　　　Hence
　　　　　　　　　　　　　　　　　ω、一去・集’去β．　　）
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